UNIWERSYTET LODZKI
WYDZIAY,. MATEMATYKI

Agnieszka Czuba

Slabe ostre minima

Praca magisterska wykonana w Zaktadzie
Metod Numerycznych pod kierunkiem
prof. dr hab. Marcina Studniarskiego

Lodz 2001



Spis tresci

Wstep . . . . . e 3

Rozdzial 1. Pojecie stabego ostrego minimum . ... ... ... .. 4
1.1. Rodzaje miniméw . . . . . . . . . .. ... 4
1.2. Stabe ostre minima w teorii dzwieku . . . .. .. .. .. ... ... 7
1.3. Stabe ostre minima w teorii gazéw . . . . . . .. .. ... L. 11

Rozdzial 2. Warunki istnienia stabego ostrego minimum
w przypadkach nieograniczonego obszaru poszukiwan . .. ... 13
2.1. Stabe ostre minima a pojecie stozka normalnego . . . . . . . .. .. 13
2.2.  Stabe ostre minima a pojecie pochodnej . . . . ... ... ... .. 17

2.2.1. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum 19
2.2.2.  Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia stabego
ostrego minimum . . . . . ... Lo 20

Rozdzial 3. Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia stabego
ostrego minimum dla maksimum ze skonczonych i $cisle
rézniczkowalnych funkcji . . . . .. ... oL 23

Rozdzial 4. Warunki istnienia stabego ostrego minimum w
przypadkach z ograniczeniami . .. ... .. .. ... ... ... .. 27
4.1. Ograniczenia jawne obszaru poszukiwan . . . . ... ... .. ... 27

4.2. Ograniczenia obszaru poszukiwan uwiklane poprzez uklad warunkéw 29
4.2.1. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum

pierwszego rzedu . . . ... ..o Lo oo 29

4.2.2. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum
drugiego rzedu . . . . .. .. Lo 31

4.2.3. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum
pierwszego rzedu w przypadku ograniczen liniowych . . . . 33
Podsumowanie . . .. .. ... L 36
Spis rysunkow . . . ... 37

Bibliografia . . . . . .. ... . 38



Wstep

Do podstawowych zagadnien, jakimi zajmuje si¢ teoria optymalizacji, na-
lezy poszukiwanie warto$ci minimalnych funkcji opisujacych zjawiska z ota-
czajacego nas Swiata. Problemem w rozwigzywaniu tych zagadnien jest sam
sposob opisania zjawiska, a nastepnie metoda minimalizacji otrzymanej funk-
cji w calej jej dziedzinie, albo przy okreslonych ograniczeniach.

W przedstawionej pracy rozwazania skupia sie wokot rozwiazania zadania

min{ f(z) |z € C}, (1)

gdzie f: R® — R, C' C R", natomiast minimum nalezy do zbioru miniméw
o szczegolnych wtasnosciach i jest nazywane stabym ostrym minimum rze-
du m.

Ten specjalny rodzaj minimum zostanie przedstawiony w rozdziale pierw-
szym. Podany réwniez tutaj beda przyktady funkcji posiadajacych stabe ostre
minimum, ktére opisuja zjawiska otaczajacego nas $wiata.

Gléwnym celem pracy jest zaprezentowanie twierdzen, na podstawie kto-
rych moga by¢ tworzone metody poszukiwania stabych ostrych miniméw dla
problemu (1). W kolejnych czesciach beda wiec cytowane odpowiednie wa-
runki oraz zostang przedstawione przyktady ich praktycznego zastosowania.

Drugi rozdziat bedzie poswigcony poszukiwaniom stabego ostrego mini-
mum w przypadku ogdlnym, kiedy zbiér C jest cata przestrzenia R"™. Zostana
przedstawione dwa warunki wystarczajace i konieczne istnienia stabego ostre-
go minimum. W jednym z nich wykorzystane bedzie pojecie stozka normal-
nego, a w drugim zmodyfikowana pochodna kierunkowa. Omoéwione rowniez
beda problemy, jakie moga pojawié¢ si¢ przy stosowaniu cytowanych twier-
dzen. W rozdziale trzecim zostanie przedstawione twierdzenie, ktére pozwala
pominaé te problemy w przypadku specjalnej klasy funkcji (maksimum ze
skoniczonych i $cile rozniczkowalnych funkcji).

Poniewaz w rzeczywistosci czesto w zadaniach optymalizacyjnych zbior
punktow dopuszczalnych jest ograniczony, w rozdziale czwartym zostana
przedstawione sposoby poszukiwania stabych ostrych miniméw funkcji f
w przypadku, kiedy zbiér C' jest podzbiorem witasciwym przestrzeni R™.
Jeden z zacytowanych warunkow bedzie dotyczyt przypadku, kiedy zbior
C jest podany w sposob jawny, natomiast oddzielnie rozpatrzony zostanie
przypadek zbioru C opisanego przy pomocy ukltadu warunkéw. Zaprezento-
wane zostana rowniez twierdzenia wykorzystujace do rozwiazania zadania (1)
funkcje Lagrange’a.



Rozdzial 1

Pojecie stabego ostrego minimum

1.1. Rodzaje miniméw

Wiréd zagadnien teorii optymalizacji podstawowe znaczenie ma problem
polegajacy na wybraniu z danego podzbioru przestrzeni wektorowej tego kon-
kretnego wektora, ktory minimalizuje dang funkcje. Czasami jednak pojawia
sie dodatkowe zadanie dotyczace nie tylko obszaru poszukiwan, ale takze
rodzaju znalezionego minimum. Okazuje si¢, ze funkcja moze przyjmowac
warto$¢ minimalng w rézny sposoéb i w zwigzku z tym rozwazania moga do-
tyczy¢ nie tylko pytania, gdzie funkcja osigga minimum, ile ono wynosi, ale
takze, co si¢ dzieje w jego otoczeniu.

Klasycznie przyjmujemy, ze funkcja f: R® — R osigga minimum w punk-
cie T € R" | jezeli istnieje otoczenie U punktu T takie, ze:

f(@) < f(x) dla dowolnego x €U (1.1)

Jesli rozwazy sie dokladniej otoczenie punktu Z, w ktorym funkcja f
osigga minimum, to okaze sie, ze minima — ze wzgledu na ich wlasnosci —
mozna podzieli¢ na kilka grup:

1. Jezeli istnieje otoczenie U z warunku (1.1), to méwimy, ze funkcja f osiaga

w T minimum lokalne.

2. Jezeli warunek (1.1) jest spelniony dla dowolnego punktu = z dziedziny
funkcji f, to méwimy, ze funkcja f osiaga w T minimum globalne.
3. Jezeli istnieje otoczenie U punktu 7T takie, ze:

f(@) < f(z) dla dowolnego =z € U\ {7}, (1.2)

to mowimy, ze funkcja f osigga w T minimum wlasciwe.

4. Jedli w kazdym otoczeniu U z warunku (1.1) istnieje punkt T # T taki,
ze f(T) = f(T), to funkcja f osiaga w T minimum niewfasciwe.

5. Jezeli w T funkcja f osigga minimum, ktore jest punktem izolowanym
zbioru wszystkich miniméw lokalnych funkcji f, to moéwimy, ze funkcja f
osigga w T minimum zzolowane.

6. Jezeli minimum nie jest izolowane, to nazywamy je nieizolowanym.

W zbiorze miniméw nieizolowanych mozna wyr6zni¢ rozwazane w tej pra-

cy stabe ostre minima rzedu m.

Definicja 1.1. Niech funkcja f: R® — R przyjmuje wartoéé staly i skoficzo-
na na zbiorze S C R" iniech C C R", 7 € SNC, m > 1. Méwimy, ze funkcja
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C
A
(a) A — minimum globalne, wlasciwe, (b) C — minimum lokalne, niewlasci-
izolowane; B — minimum lokalne, wia- we, nieizolowane
$ciwe, izolowane
1 1 1 1 1 1 1 1 /
T T T T / T T T T
D
-+ -+ °
E
(¢) D — minimum globalne, niewtasci- (d) E — minimum lokalne, wlasciwe,
we, nieizolowane izolowane

Rysunek 1.1. Przyktady réznego rodzaju miniméw

f osiaga w T stabe ostre minimum rzedu m (ang. weak sharp minimum of
order m) dla problemu (1), jezeli istnieje 8 > 0 taka, ze

f(z) = f(@) > B -dist™(z,S) dla dowolnego x € C, (1.3)
gdzie dist™ (x, S) oznacza m-ta potege odlegtosci punktu x od zbioru S:
dist™(z, S) = inf{|ly — z||™ |y € S}.

Natomiast méwimy, ze funkcja f osigga w T lokalne stabe ostre minimum
rzedu m (ang. weak sharp local minimum of order m) (dla problemu (1)),
jezeli istnieja f > 01 e > 0 takie, ze:

f(z)— f(@) > B -dist™(x,S5) dladowolnego =€ CNB(T,e), (1.4)
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gdzie B(T,e) oznacza kule domknieta o srodku Z i promieniu e:
B(@,e)={y eR"| ||z -yl <e}.

Przyktad 1.1. Rozwazmy funkcje f: R? — R, f(z,y) = |2|™, m > 1,
C =R? S={(0,y)|y € R}. Niech (0,7) € S, gdzie y € R. Wtedy
£(0,7) = 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego (z,y) € R?:

dist™ ((z,y), 5) = nf{||(z,y) = (zs, ys)[I" [ (x5, 9.) € S}
= |l(@.y) = 0.9 = (@, 0)I" = (Va?)™ = |« (1.5)

fla,y) = f0,7) = o™ = 07 = ||
= dist™((z,y),S) > 1 - dist™((z,y), S),

a wiec funkcja f osigga stabe ostre minimum rzedu m w dowolnym punkcie
zbioru S.

Zauwazmy, ze w przypadku, kiedy zbior S jest jednoelementowy
(S ={z}) i funkcja f osiaga w punkcie x minimum, nie oznacza to wcale, ze
funkcja f osiaga w x stabe ostre minimum rzedu m, m > 1.

Przyktad 1.2. Rozpatrzmy przyktad funkcji f(z) = 22, S = {0}, C = R.
Funkcja f osigga w z = 0 minimum. Czy jest to takze stabe ostre minimum
rzedu pierwszego?

Rysunek 1.2. Przyklad minimum funkcji, ktére nie jest jej stabym ostrym mini-
mum rzedu pierwszego

Zauwazmy, ze dla dowolnego z € C'

dist(z,S) = inf{|z —y| |y € S} = |z — 0] = |z], (1.6)
Fw) - £(0) = 22 (L7)

Z wtasnosci funkcji kwadratowej wiemy, ze dla dowolnego S > 0 istnieje
x € C taki, ze:

fl@) = f(0) =2" < B+ |z] = 3 dist(z, S),

a wiec funkcja f nie osiaga w punkcie x = 0 stabego ostrego minimum rzedu
pierwszego.
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Natomiast funkcja f osigga w tym punkcie lokalne stabe ostre minimum
rzedu wyzszego, poniewaz:

f(x) = f(0)=2">1-]z|™ dla dowolnego z € [-1,1] C C, m > 2

Przyktad ten pokazuje, ze definicja stabego ostrego minimum rzedu m
w punkcie z w przypadku S = {x} (nazywanego woéwczas $cistym minimum
(ang. strict minimum)) nie jest réwnowazna definicji minimum w punkcie .

1.2. Stabe ostre minima w teorii dzwieku

Zrédlem dzwicku jest zawsze jakie$ cialo drgajace. Wskutek drgan zrédla
dzwieku w otaczajacym je powietrzu wytwarzaja sie na przemian zageszcze-
nia i rozrzedzenia. Dzigki sprezystosci powietrza odksztatcenia te sa prze-
noszone z miejsca na miejsce w postaci fal podtuznych. Ilos¢ pelnych drgan
wykonanych przez zroédto dzwigku w jednostce czasu nazywamy czestotliwo-
Scig, natomiast wysokos¢ powstatej fali amplituda. W praktyce czestotliwosé
dzwicku wigze sie z jego wysokodcig!, za$ amplitude z natezeniem i glogno-
Scig?.

Podczas nagrywania dzwieku fala dochodzaca do membrany mikrofonu
wywoluje zageszczenia i rozrzedzenia powietrza, w wyniku ktorych membra-
na zaczyna sie porusza¢, co powoduje wytwarzanie pragdu zmiennego. Prad
ten za pomoca przetwornika analogowo-cyfrowego (ang. Analog-to-Digital
Converter, ADC') jest przetwarzany na cyfrowy zapis fali dzwickowej. Zapis
polega na tym, ze pobiera si¢ okreslong iloéé? ,prébek” w jednostce czasu
(tzn. mierzy sie amplitude fali w kolejnych odstepach czasowych).

W przypadku, kiedy chcemy odtworzy¢ nagrany dzwick, przetwornik
cyfrowo-analogowy (ang. Digital-to-Analog Converter, DAC') interpoluje za-
pis cyfrowy dzwieku, w wyniku czego powstaje odpowiedni prad zmienny,
ktory dociera do glosnika i powoduje, ze membrana gtosnika zaczyna drgac.

W taki wlasnie sposéb — w wielkim uproszczeniu i skrécie — przebiega
zapisywanie i odtwarzanie dzwicku. Czasami jednak pojawiaja sie¢ problemy.
Aby moéc je dobrze przedstawié, nalezy nawigzaé do przeksztalcenia, jakiemu
mozna poddaé cyfrowy zapis dzwicku — dyskretnej transformacji Fouriera
(ang. Discrete Fourier Transformation, DFT). Do tego celu zaktada sie, co
nie jest do konca zgodne z rzeczywistoscia, ze funkcja opisujgca dany dzwiek
jest funkcja okresowa. ,Wycina si¢” wiec pewien fragment zapisu cyfrowego
fali akustycznej i przyjmuje, ze ten wyciety kawalek bedzie okresowo powta-
rzal sie w funkcji. W ten sposéb powstaly zapis mozna poddaé transformacji
Fouriera, tzn. przyblizy¢ powstata w ten sposéb funkcje okresows f za po-
moca szeregu Fouriera. DF'T da nam w wyniku przyblizenie, ktore bedzie
zawierato skonczona ilosé¢ sktadnikow. Sumowane oczywiscie beda funkcje
sinus i cosinus, a okresy kolejnych sktadnikéw (a wiec czestotliwo$é dzwieku)
beda sie¢ zwicksza¢. Transformacje Fouriera ilustruje przyktad 1.3.

1

2
3

im wyzsza czestotliwo$é, tym wyzszy dzwiek

im wyzsza amplituda, tym wieksze natezenie i gltoénos¢ dzwieku

oczywiscie dokladno$¢ (wiernosé) zapisu jest lepsza, jesli ilosé pobranych prébek
bedzie duza



Rozdzial 1. Pojecie stabego ostrego minimum 8

xCO ............................................. X aj‘so

TC1 rs1
o2 rs2
xrcs rss

N/2 . N/2 .
N Tk 27rk:z) Tsk . (27rkz>
x(z)fv];)Nm cos( N +;§)N/2 sin{ —

N — ilos¢ wszystkich probek

Rysunek 1.3. Transformacja Fouriera

Transformacja Fouriera oblicza wspétezynniki kolejnych czestotliwogei

4w literaturze czestotliwoscia okreslana jest réwniez funkcja sinus lub cosinus o danym
okresie
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w taki sposob, aby zsumowane funkcje sktadowe dalty w wyniku jak najlepsze
przyblizenie funkcji f.

wartosé

a ) :
k wspoétczynnika

Rysunek 1.4. Wynik dziatania DFT

Numer wspoélczynnika odpowiada czestotliwosci dzwicku, za$ wartosé
wspotezynnika — maksymalnej amplitudzie dzwieku o danej czestotliwosci.
Dlatego tez wynik transformacji Fouriera podaje sie w postaci zaleznosci
amplitudy od czestotliwosci.

A | amplituda

czestotliwoséé

Rysunek 1.5. Wynik dziatania DFT — zaleznos¢ amplitudy od czestotliwosci

Majac tak przedstawiony dzwiek mozemy zrozumie¢, jaki pojawia sie pro-
blem w przypadku, kiedy odtwarzamy nagrany dzwick coraz gltosniej. W wy-
niku ograniczonych mozliwosci fizycznych urzadzen odtwarzajacych, ampli-
tuda dzwieku (a takze jego czestotliwosé) sa ograniczone. A zatem na skutek
zwiekszania glodnosci moze sie okazac, ze fala, jakg ma odtworzy¢ glosnik,
przekroczyta dozwolony zakres. Dochodzi wtedy do obciecia (ang. clipping)
amplitudy, a wiec do zmiany ksztattu fali. W zwiazku z tym zmieniaja sie¢
tez wspotezynniki czestotliwosci w transformacji Fouriera.

Poniewaz wspotczynniki o najwyzszych warto$ciach odpowiadajg najniz-
szym, a takze najstabiej styszalnym czestotliwosciom, wiec najczesciej wia-
$nie amplitudy tych czestotliwosci sa obcinane. W takich wypadkach zmody-
fikowane czestotliwosci musza by¢ odpowiednio ,zastgpione” przez czestotli-
wosci wyzsze, ktére sa dobrze styszalne. W efekcie odbiorca dzwigku styszy
zakldcenia.
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A A
R t t
v \/ \/ !
(a) fala przed zwickszeniem glo- (b) fala po zwiekszeniu glosnosci
$nosci

Rysunek 1.6. Przyktad obciecia fali dzwigkowej

Jakie ma powiazania opisany wyzej przyktad ze stabymi ostrymi mini-
mami? Ot6z obcigcie amplitudy powstate w wyniku zwigkszenia glosnosci
odtwarzanego dzwieku powoduje, ze funkcje g opisujaca czestotliwo$é najniz-
szg przed obcieciem zastepuje funkcja h, ktéra posiada stabe ostre minima
(oraz stabe ostre maksima). To wlasnie istnienie stabych ostrych miniméw i
maksimow jest przyczyna zaklocen, jakie styszy odbiorca.
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1.3. Stabe ostre minima w teorii gazow

Jedno z podstawowych praw teorii gazéw (pochodzace z XVII wieku pra-
wo Boyle’a-Mariotte’a) méwi, ze w statej temperaturze objetosé danej ilosci
gazu jest odwrotnie proporcjonalna do cisnienia. Wykresem zaleznosci cisnie-
nia od objetosci w danej temperaturze jest hiperbola zwana izoterma.

m]
W

ciénienie [at
w
]
T

2 4

wysoka temperatura
1 4

niska temperatura
0 I f f f f f I I I

objetosé [I]

Rysunek 1.7. Izotermy gazu spelniajacego prawo Boyle’a-Mariotte’a

Kolejne prawo Gay-Lussaca podaje, ze przy stalym cisnieniu objetosé
danej masy gazu jest proporcjonalna do temperatury bezwzglednej®.

Pomiary wykonane pod wyzszymi ci$nieniami, a nawet bardzo doktadne
pomiary przeprowadzone pod zwyklymi cisnieniami wykazaly, ze wystepuja
odchylenia od praw Boyle’a-Mariotte’a i Gay-Lussaca. Gazy zachowujace si¢
zgodnie z tymi prawami nazywamy doskonatymi. Jednakze gazy rzeczywiste
zachowujg sie w sposob doskonaty jedynie w pewnych zakresach cisnienia i
temperatury.

p-v [atm -]

gaz doskonaty

0 I I I I
0 200 400 600 800

ci$nienie [atm]

Rysunek 1.8. Odchylenia od doskonaltego zachowania sie¢ gazéow rzeczywistych

5 temperatura w skali Kelvina
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Okazuje sig, ze izotermy gazéw rzeczywistych dla wyzszych temperatur
wykazuja niewielkie odchylenia od hiperbol oczekiwanych dla gazu dosko-
natego. Podobnie jest dla izoterm niskotemperaturowych w obszarze niskich
ci$nien i duzych objeteosci.

180 A

150 A

ci$nienie [atm)

120

/'//

0 . 02 03 04 05 06 07 08 09

objetosé molowa [I]

Rysunek 1.9. Izotermy i obszar skraplania COq

Gdy przyjrzymy sie izotermie gazu rzeczywistego dla niskiej temperatury,
to przy poczatkowym wzroscie cisnienia objetos¢ maleje zgodnie z prawem
Boyle’a-Mariotte’a. Jednak w pewnym momencie funkcja opisujaca zachowa-
nie gazu osiaga lokalne stabe ostre maksimum. Jest to moment, w ktorym
oddzialywania miedzy czasteczkami gazu staja sie tak silne, iz gaz zaczyna
przeksztatcaé sie w ciecz. Wszystkie nastepne punkty izotermy, w ktérych
znajduja sie lokalne stabe ostre minima, wyznaczaja obszar, w jakim ci$nienie
odpowiadajace réwnowagowe]j preznosci pary w danej temperaturze pozosta-
je state. Gaz przeksztalca sie w ciecz. Kiedy cata ilosé gazu jest juz skroplona,
dalsze zwickszanie ci$nienia powoduje minimalne zmniejszenie objetosci. Izo-
terma zaczyna gwaltownie rosnaé przy objetosci zmierzajacej do zera.

Wykreslajac izotermy danego gazu dla kolejnych temperatur i zaznacza-
jac miejsca, gdzie funkcje przyjmujg lokalne stabe ostre maksimum oraz lo-
kalne stabe ostre minima, mozna okresli¢ tzw. obszar skraplania gazu. Na
rysunku jest on zaznaczony linia kropkowana. Obszar pod ta linia odpowia-
da wspotistnieniu cieczy i pary, obszar po prawej stronie — fazie gazowej,
a obszar po lewej stronie — fazie cieklej.



Rozdzial 2

Warunki istnienia stabego ostrego
minimum w przypadkach
nieograniczonego obszaru poszukiwan

2.1. Slabe ostre minima a pojecie stozka normalnego

Poszukiwania metody znajdowania stabych ostrych miniméw rzedu m
w przypadkach ogélnych, tzn. wtedy gdy problem (1) jest rozpatrywany dla
dowolnej funkcji f, a obszar poszukiwan C' jest nieograniczona przestrzenia
R™, zakonczyty si¢ sukcesem w postaci warunku koniecznego i wystarcza-
jacego przedstawionego w [12]. Twierdzenie, o ktérym mowa, opiera si¢ na
badaniu znaku granicy ciggu pewnych ilorazéw réznicowych funkeji f. Do
budowania tych ilorazéw wykorzystuje sie wektory specjalnego zbioru — stoz-
ka normalnego — zaleznego od zbioru S z definicji 1.1 i punktu Z, w ktérym
chcemy stwierdzi¢ istnienie stabego ostrego minimum.

Definicja 2.1. Niech S oznacza niepusty podzbior przestrzeni R™, T € cl S.
Stozkiem normalnym! do zbioru S w punkcie T nazywamy zbior:

N(S,7) :={y| istnieja clagi {y;},{z;},{t;} 1 {s;} takie, ze
yy—y 1 x,—T i s;€P(Sz;) i

{t;} € (0,400) i y;= @}
i

Przez P(S,x;) rozumiemy zbiér punktéw domknietego zbioru S, ktérych
odlegtos¢ od punktu z; € R" jest najmniejsza, tzn.

P(S,z;) :={w eS| |z; —w| =dist (z;,5)}.
Przyktad 2.1. Rozpatrzmy zbiory:
A={0,y)]y€[0,2}, B={(x,y)|y=|z|}, C={(,y)[2° +y* = 4}

oraz punkty: x; = (1,1), 29 = (0,2), 23 = (0,0).
Woéwezas:

P(A,:L’l) = {(07 1)} J P<Bax2> = {(_170)7 (170)}7 P(C> x3) =C.

1 zbiér ten nazywany jest takze stozkiem Mordukhovicha
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Y Y
E S 2_-_»-33‘2
P(A,z)) 4-——- 1 )4 P(B, x5)
| |
i i i i i | | i
0 1 T -1 0 1 T
Y
P(C7 x3)
' r3 2 x

Rysunek 2.1. Przyktady punktéw danego zbioru, ktorych odleglo$é od danego
punktu jest najmniejsza

Przyktad 2.2. Przyktad ilustrujacy definicje stozka normalnego do .S w punk-
cie 7. Rozwazmy zbiér S C R?:

S={(z,y)|(r€[-1,0] i y=0) lub (=0 i ye[-1,0])}

1. Niech z, bedzie punktem zbioru S takim, ze:
zs = (7,0), T € (—1,0).
Stozkiem normalnym do zbioru S w punkcie z, (rysunek 2.2) jest zbior:
N(S,zs) ={(z,y) |y € R}.
2. Niech x4 bedzie punktem zbioru S takim, ze:
s = (0,0)
Stozkiem normalnym do zbioru S w punkcie z, (rysunek 2.3) jest zbior:

N(S,zs) ={(z,y) [ (x>0 i y>0) lub
(=0 1 y<0) lub
(x<0 1 y=0)}.
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1 . T2—S2 Z3—S3 -
to t3 &n
T 2
9 -
. 2,
w
r1—S81 :L‘S s ;j
t1 B
S1 S92 S3 Zs

Rysunek 2.2. Przyktad elementu (z,y) stozka N(S,zs), gdzie x5 = (7,0), T €

(_17 0)
;"? 13*232 wfzsf
83: t3 t]
Z x%
w
—~ 2
C\‘l& Qj‘2
o
>
1,1 ~
(al,y') € N(S, )
. .
1 1
12—152 1
t} Ty 1
A g 82
z}—s} 1
4 Ty 1
L 4 31
®

Rysunek 2.3. Przyklad elementéw (x',y'), (z%,vy?) stozka N(S,x,), gdzie x4 =
(0,0)

Na rysunkach 2.2 oraz 2.3 przedstawiono przykltady ciagéow punktow
xt,xy, %, ... zbieznych do z, oraz odpowiadajacych im ciggéw punk-
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tow s7,s5,shy,..., ktére przy pomocy ciggow t7,t5,t%, ... tworzyly ciag

x—s? wy—sy xL—sy .. .
e IR zbiezny do elementu stozka N (S, xy).
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Twierdzenie 2.1 (Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia sta-
bego ostrego minimum). Niech funkcja f: R"™ — R przyjmuje stalq
i skonczong wartosé na domknietym zbiorze S C R"™ 4 niech T € S, m > 1.
Funkcja f osigga wT lokalne stabe ostre minimum rzedu m wtedy 1 tylko wte-
dy, gdy dla dowolnegoy € N(S,T) takiego, Ze ||y|| = 1 oraz dla dowolnych cig-

gow {x;}, {s;} takich, ze lim;_x; =T, s; € P(S,z;) i limj_mﬁ =y
J J
spetniony jest warunek:
liminf L0 =) (2.1)
i=o |y — sl

Metoda oparta na twierdzeniu zacytowanym powyzej, mimo ze skuteczna,
jest niestety bardzo skomplikowana. W zwigzku z tym ma male zastosowa-
nie praktyczne. Zaczeto wiec poszukiwaé kolejnych sposobow rozwigzania
problemu (1). Jak pokaza dalsze rozwazania, nie udato si¢ jednak znalezé
twierdzenia, ktére mozna by byto stosowaé¢ w tak szerokim zakresie jak twier-
dzenie 2.1. Okazuje sie, ze mniej skomplikowane metody sa zarazem mniej
uniwersalne.

2.2. Slabe ostre minima a pojecie pochodnej

Klasyczna teoria optymalizacji taczy czesto poszukiwanie wartosci eks-
tremalnych funkcji z jej rézniczkowalnosciag. Do znajdowania wartosci mini-
malnych lub maksymalnych funkcji wykorzystuje sie miedzy innymi metody
postugujace sie pojeciem pochodnej. Na przyktad dla funkcji rzeczywistych
jednej zmiennej mamy:

— metode poréwnywania znakow pochodnej (metoda opiera sie na twier-
dzeniu: ,Niech f bedzie funkcja rézniczkowalng w pewnym otoczeniu
(xg — 6,20+ ), 6 > 0 punktu x.

a) Jezeli f'(z) <0dlaz € (xg—0,20)1 f'(x) >0dlax € (xg,z0+9), to

funkcja osiaga w punkcie xy minimum lokalne.

b) Jezeli f'(z) > 0dlax € (xg—9d,2z0) 1 f'(x) <0dlax € (xg,x9+0), to

funkcja osiaga w punkcie xg maksimum lokalne.”);

— metode pochodnych wyzszych rzedéw (metoda opiera si¢ na twierdzeniu:
»,Niech f bedzie funkcja rzeczywista n-krotnie rézniczkowalng w sposéb
ciggly w otoczeniu punktu o, n > 1 oraz:

f'(o) = f"(wo) = -+ = f""D(wg) = 0, f™)(w0) # 0.
a) Jezeli n jest liczba nieparzysta, to funkcja f nie ma w punkcie z
ekstremum.

b) Jezeli n jest liczba parzysta, to funkcja f osigga w punkcie xy ekstre-
mum lokalne wlasciwe (minimum, gdy f™(z¢) > 0, za$ maksimum
gdy [ (z0) < 0).7);

Czesto najwiecej informacji o monotonicznosci i wartosciach ekstremal-
nych funkcji dostarcza jej pochodna, a poniewaz w rzeczywistosci istnieje
wiele uktadéw, ktére nie daja sie opisa¢ za pomoca funkcji rézniczkowal-
nych, stosuje sie rézne metody, ktére pozwalaja mimo wszystko bada¢ funk-
cje z wykorzystaniem pojecia pochodnej. W tym celu albo aproksymuje sie
niegtadkie problemy za pomoca funkcji gtadkich (ale to rozwiazanie niesie ze



Rozdzial 2. Stabe ostre minima dla nieograniczonego obszaru poszukiwarn 18

soba wiele nowych trudnosci zwiazanych gtéwnie z btedami aproksymacji),
albo dla niegtadkich funkcji definiuje sie pojecia, ktore w pewnym sensie sg
odpowiednikami pochodnej funkcji gtadkiej. Ta ,jodpowiednio$¢” polega na
analogiach miedzy twierdzeniami wykorzystujacymi nowo zdefiniowane po-
jecia do znalezienia punktoéw ekstremalnych a twierdzeniami wystepujacymi
w klasycznej teorii optymalizacji.

I tak na przyktad dla niegltadkich funkcji wypuktych wprowadzono pojecie
subgradientu. Subgradient w ustalonym punkcie jest to wektor, ktory ma te
wtlasnoé¢, ze hiperptaszczyzna przechodzaca przez ustalony punkt, genero-
wana przez ten wektor, jest dolnym przyblizeniem funkcji. Zbior wszystkich
subgradientéow to subrézniczka. Ta koncepcja pozwala stosowaé¢ bardzo po-
dobne metody, z jakich korzysta si¢ w przypadkach gtadkich.

Zmodyfikowane pojecie pochodnej pojawia sie wiec réwniez podczas roz-
wazania stabych ostrych miniméw. W celu badania istnienia lokalnego $ci-
stego minimum rzedu m wprowadzono nastepujacy odpowiednik pojecia kla-
sycznej pochodnej kierunkowe;j:

d"f(z,y) = liminf

(t,v)=(0F,y) tm

(2.2)

Natomiast w przypadku, gdy S zawiera wiecej niz jeden element, pochodna
kierunkowa uogolnia sie w nastepujacy sposob:

Definicja 2.2. Niech S C R” bedzie niepustym, domknigtym zbiorem,
f: R" — R przyjmuje wartoéci skoficzone na bd S, z € bd S oraz y € R".
Pochodna kierunkowsg definiujemy jako:

tv) —
A2 f(ey) = liming L) ZT)
$—bd ST pm
(t’U)_’(O-‘—,y)

gdzie s—1,q5x oznacza, ze s — x oraz s € bd S.

(2.3)

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku, gdy S jest zbiorem jednoelemento-
wym pojecia (2.2) i (2.3) sg réwnowazne. Warto tez nadmienié, ze d™ f(x,y)
id?¢ f(x,y) moga sie pokrywaé¢ w przypadkach, kiedy f jest funkcja ,wystar-
czajaco gladka” [12].

Przy formutowaniu warunkéw istnienia stabego ostrego minimum bedzie-
my tez uzywaé pojecia Scistej rozniczkowalnosei.

Definicja 2.3. O funkcji f: R” — R méwimy, ze jest $cisle rézniczkowalna
w T, jezeli f(T) jest wartoscia skoniczong oraz istnieje taki wektor V f(7T)
(nazywany gradientem funkcji f w punkcie T), ze dla dowolnego y € R"
speliony jest warunek:

fo+tw) = f(v)

11m
(U,w7t)—>(f7y70+) t

=(Vf(@),9). (2.4)

Oczywiscie, istniejg zalezno$ci miedzy $cista rézniczkowalnoscia funkeji f
a jej pochodnymi kierunkowymi réznego typu. Otéz, jesli funkcja f: R™ — R
przyjmuje wartosci skoniczone na bdS i T € bd .S oraz jezeli f jest Scisle
rozniczkowalna w T, to dla dowolnego y € R™ zachodzi réwnosc:

dsf(@,y) = (VI(@)y) = d"[(T,1). (2.5)
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2.2.1. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum

Pojecie uogodlnionej pochodnej kierunkowej wykorzystano do sformutowa-
nia warkunku wystarczajacego istnienia lokalnego stabego ostrego minimum
rzedu m.

Twierdzenie 2.2. Niech funkcja f: R™ — R prayjmuje warto$é stalg i skon-
czong na domknietym zbiorze S C R", T € bd S. Jezelim > 1 oraz

d¢ f(m,y) >0 dla dowolnego y € N(S,T)\ {0}, (2.6)

to funkcja f osigga w T lokalne stabe ostre minimum rzedu m.

Niestety, powyzszy warunek nie zawsze rozstrzyga fakt istnienia lokalnego
stabego ostrego minimum.
Przyktad 2.3. Rozwazmy funkcje f: R? — R

m

>0 1 0<y<l1
400 , w przeciwnym wypadku

oraz zbiér S = {(0,y) |0 < y < 1}. Zauwazmy, ze f(x,y) = 0 dla dowolnego
punktu (x,y) € S.

Niech (0,7) € S oraz (z,y) € R?. Rozwazmy dwa przypadki:

1. x>0iye€[0,1]. Wtedy f(z,y) = 2™,

dist™((x,), 5) = ||(x,y) = (0,9)l| = [|(z, 0)|| = (Va2)" = |a|" = ™,
zatem
fl@,y) = f0,7) =2™ -0 =2 > 1-dist"((z,y), 5).
2. 2 <01luby ¢ [0,1]. Wtedy f(z,y) = 400,
f(@,y) = f(0,7) = +o0 = 0 = +00 > 3 - dist™((z,y), 5)

dla dowolnego 3 > 0, gdyz dist™ ((x,y), S) przyjmuje wartosé¢ skonczona.

A zatem S jest zbiorem stabych ostrych miniméw funkcji f.

Niech y € (0,1). Wtedy N (S, (0,y)) = {(z,0) |z € R}. Sprawdzmy, ile wy-
nosi warto$¢ pochodnej kierunkowej w kierunku wektora (z,0) € N(S, (0,))
w punkcie (0,y):

A (0, 9),(2,0) = liminf LZF 0T+ o) = J(7.7)

(#,9)—bas(0y) tm
(-TO ,yo)—>(2,0)
t—0t

meo 220
+oo ,2<0

a wiec d¢ f((0,y), (z,0)) > 0 dla dowolnego (z,0) € N(S(0,y)) \ {(0,0)}.



Rozdzial 2. Stabe ostre minima dla nieograniczonego obszaru poszukiwarn 20

Rozwazmy teraz stozek N(S,(0,0)) = {(z,y) |y < 0}.
Dla (z,0) € N(S,(0,0)), z # 0 mamy:

(.0, (o =17 70

+oo ,2<0

wigc pochodna kierunkowa przyjmuje warto$ci dodatnie, lecz jezeli jako kie-
runek obierzemy wektor (0, —1) € N(S5,(0,0)), to:

—gnf((()? 0)7 (07 _1)) =0.

Podobna sytuacje otrzymamy w przypadku stozka
N(5,(0,1)) = {(z,y) |y > 0}:

d?f((ov 1)? (07 1)) =0.

Warunek (2.6) nie jest zatem speliony w punktach (0,0) i (0, 1), mimo, ze
funkcja f osigga w nich stabe ostre minima.

Udalo sie ustalié¢ [12], co potwierdza powyzszy przyklad, ze warunek (2.6)
nie zachodzi w przypadku, kiedy S jest wypuklym zbiorem zawierajacym
wiecej niz jeden element, ale majacym puste wnetrze, a T € S (w ktérym
rozpatrywana funkcja osiaga stabe ostre minimum) nie nalezy do ,relatyw-
nego wnetrza”? (ang. relative interior) zbioru S.

2.2.2. Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia stabego
ostrego minimum

Aby moéc zacytowaé kolejne warunki, nalezy wezesniej zdefiniowaé pojecie
stozka stycznego® do zbioru.

Definicja 2.4. Niech C bedzie podzbiorem przestrzeni R, T € C'. Stozkiem
stycznym do C' w punkcie T nazywamy zbior:

K(C,7):={y € R"| istnieje ciag (¢;,y;) — (0%, 1)

2.7
taki, ze xz+t;y; € C}. (2.7)

W pozycji [13] podany jest warunek konieczny istnienia stabego ostrego
minimum rzedu m:

Twierdzenie 2.3. Niech funkcja f: R" — R przyjmuje wartosé skoriczong
i statg na zbiorze S C R™ oraz niech punkt x € S bedzie lokalnym stabym
ostrym minimum rzedu m funkcji f. Wtedy istnieje 3 > 0 taka, Ze:

d"f(Z,y) > [ - dist™(y, K(S,Z)) dla dowolnego y € R". (2.8)

2 Relatywnym wnetrzem podzbioru wypuklego S przestrzeni R" nazywamy wnetrze
zbioru S rozumianego jako podzbiér swojej otoczki afinicznej

3 zbiér (2.7) podany w definicji 2.4 w pozycji [12] jest okreslany nazwa ,contingent
cone” (z lac. contigare znaczy dotykad); nazwa stozka stycznego (ang. tangent cone) po-
chodzi z [5] i zostala wprowadzona dla zbioru (2.7) przy zalozeniu, ze C jest zbiorem
wypuklym; w tej pracy zbiér (2.7) bedzie nazywany stozkiem stycznym przy zalozeniu, ze
C jest dowolnym podzbiorem R™
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Twierdzenie to dato mozliwosé sformutowania drugiego juz warunku ko-
niecznego i wystarczajacego, w ktorym skomplikowane badanie znaku granicy
ciagu pewnych ilorazéw réznicowych z twierdzenia 2.1 zastgpiono badaniem
znaku zmodyfikowanej pochodnej kierunkowej.

Twierdzenie 2.4 (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia sta-
bego ostrego minimum). Niech funkcja f: R™ — R przyjmuje wartosé
skonczong 1 statg na domknietym zbiorze S C R™ oraz x € bd S. Jezeli sq
spetnione warunki:

K(S,T)n N(S,z) = {0}, (2.9)
d"f(T,y) =dd f(T,y) dla dowolnego y € N(S,T)\ {0}, (2.10)

to funkcja f osigga w punkcie T lokalne stabe ostre minimum rzedu m wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (2.6) postaci:

d¢ f(T,y) >0 dla dowolnego y € N(S,7)\ {0}.

Tak, jak wspomniano juz wczesniej, prostszy do sprawdzenia waru-
nek (2.6) nie daje sie stosowaé¢ w tych wszystkich przypadkach, w jakich
warunek (2.1) byt skuteczny. Ponizej zostana rozwazone problemy, na jakie
napotykamy chcac wykorzysta¢ warunek z twierdzenia 2.4.

W przypadku, kiedy S' jest zbiorem wypuktym, stozek normalny do zbioru
S w punkcie T ma postaé [6]:

N(S,7)={z€R"|y" - 2<0 dla dowolnego y € K(S,7)}.

Dla dowolnego y € K(S,7Z) N N(S,T) mamy zatem: (y,y) < 0, a wigc
K(S, )N N(S,z) = {0}.

Warunek (2.9) jest zatem zawsze spelniony, kiedy S jest zbiorem wypu-
ktym.

W przypadku zbioréw niewypuktych warunek ten moze, choé¢ nie musi
zachodzi¢, o czym $wiadczg dwa ponizsze przypadki.

Wroémy do zbioru S rozwazanego w przyktadzie 2.2. W tym przypadku
dla T = (0,0) mamy:

K(S,7)={(z,y)| (<0 1 y=0) lub (x=0 i y<0)},
NS, 7)={(z,y) [ (x>0 1 y=>0) lub (=0 i y<0)
lub (z<0 i y=0)},

a wiec K(S,Z) N N(S,T) D S i warunek (2.9) nie zachodzi.
Jezeli natomiast rozwazymy zbioér niewypukly S = {(z,z?) |z € [-1,1]}
oraz punkt T = (0,0), to

K(S,7) = {(0,0)},
N(5,7) ={(0,9) [y € R},
a wiec K(S,7) N N(S,Z) = {(0,0)} i warunek (2.9) zachodzi.

Wynika stad, ze twierdzenie 2.4 mozna na pewno stosowa¢ w przypadku,
kiedy zbiory S sa wypukte, o ile zachodzi warunek (2.10)
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Przyktad 2.4. Powr6¢émy do przyktadu 2.3. Otrzymano tam, ze:

Zauwazmy, ze:

fO+t-zT,0+¢-7)— f((0,0))

d"f((0,0),(0,—1)) = liminf

(E,g)—>(0,—1) tm
t—0t
—  liminf flt-z,t-y) — too,
(z,5)—(0,—-1) tm
t—0t+
a wiec
dg f((0,0),(0,-1)) # d™ £((0,0), (0, —1)).
Podobnie:
4z £((0,1), (0,1)) = 0.
oraz

4" £((0,1),(0.1)) = Jiming LOFET1HEF) = J(0. 1)

@9)—(0,1) t
t—0t
t-T,1+t -7y
= liminf flt-z1+ y):+oo,
@9)—(0,1) tm
t—0t

a wiec
dg f((0,1),(0,1)) # d™ f((0,1), (0, 1)).

Warunek (2.10) nie jest spelniony, a wiec nie mozna rozstrzygnaé za po-
moca warunku (2.6), czy funkcja f osiaga w punktach (0,0), (0,1) stabe ostre
minimum rzedu m.

Warunek (2.6) jest znacznie tatwiejszy do sprawdzania niz warunek twier-
dzenia 2.1. Niestety, twierdzenie 2.4 zachodzi tylko w przypadkach, kiedy
spetnione sa zalozenia (2.9) i (2.10).

Jak pokazano juz wezesniej, warunek (2.9) zachodzi zawsze dla zbioréw
S wypuktych, natomiast (2.10) jest spelniony na pewno, kiedy funkcja f jest
Scisle rozniczkowalna w 7. Nie mozna zatem stosowaé twierdzenia 2.4 w przy-
padku stabych ostrych miniméw rzedu pierwszego nawet dla najprostszych
funkcji niegltadkich. A zatem zyskujgc prostszy warunek w twierdzeniu 2.4
straciliémy ogélnos¢ i uniwersalnosé, jaka dawato nam twierdzenie 2.1.



Rozdzial 3

Warunek konieczny i wystarczajacy
istnienia slabego ostrego minimum
dla maksimum ze skonczonych i Scisle
rézniczkowalnych funkcji

W rozdziale drugim przedstawiono twierdzenia, ktore formutowano z my-
sla o ich zastosowaniu dla jak najwigkszej ilosci klas funkcji f. Okazuje si¢
jednak, ze dla niektérych rodzajow funkceji, tatwiejsze do sprawdzenia twier-
dzenie 2.4 jest niemozliwe do zastosowania. Dzieje si¢ tak nawet w przypad-
kach bardzo prostych, ale jednak niegtadkich funkcji, kiedy szukamy lokalne-
go stabego ostrego minimum pierwszego rzedu (m = 1).

Rozwazmy teraz specjalna klase niegtadkich funkeji f: R* — R typu:

f(z) == max{fi(z)|i e I}, (3.1)

gdzie I ={1,...,p} jest skonczonym zbiorem indeksow, za$ funkcje
fi: R = R, i € I sg Scisle rozniczkowalne.
Jest to klasa funkcji, ktére nie speliajg zatozenia (2.10) twierdzenia 2.4.

Przyktad 3.1. Rozpatrzmy funkcje f: R? — R dang wzorem:

f(z1, 22) = max{zy, xe, —xa}. (3.2)

Niech S = {(z1,0)]| z; < 0}, T = (0,0) € bdS, (x1,72) € R% Wtedy
f(z,y) = 0 dla dowolnego (z,y) € S oraz

f(z1,29) — f(0,0) = f(z1,29) = max{xy, Ta, —22}.

Zachodza dwa przypdaki
a) jesli z; <0, to:

dist((21,22), S) = || (21, 22) — (21,0)]| = [[(0,25)|| = /3 = |2s| oraz
f(z1,29) — f(0,0) = max{xy, xg, —x2} > |za| = 1 - dist((z1,x2), S5).
b) jesli z; > 0, to:

dist((z1,72), 5) = || (21, 72) — (0,0)] = /23 + 23 < /2% + /3

= |x1| + |x2| = z1 + |22| < 2- max{xy, x9, —x2} oraz

F(z1, ) — F(0,0) = max{ay, v, —w2} > %dist((xl, 25), 5).
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Funkcja f osigga zatem stabe ostre minimum rzedu pierwszego w punkcie
z = (0,0).

Sprwawdzmy, czy mozna zastosowac¢ dla funkcji f twierdzenie 2.4. Zato-
zenie (2.9) jest spetnione gdyz K (S,7) = S, za$ N(S,7) = {(x1,22) |z1 > 0},
zatem K (S,T) N N(S,Z) ={(0,0)}.

Natomiast zalozenie (2.10) nie zachodzi. Istotnie, niech y = (0, 1). Wtedy

f(0+tvy, 0+ tvy) — £(0,0)

d'f(z,y) = liminf

(v1,v2)—(0,1) t
t—0t+
tvy, tug, —1
= liminf max{tvy, tvy, —tv}
(v1,v2)—(0,1) t
t—07t
t - ma —
= liminf max{vr, v, v}
(v1,v2)—(0,1) t
t—07+

= liminf vy =1,
(1)1,1)2)—>(0,1)
t—07t

‘—llsf(i y) = liminf f(s1+tvy, 524 tvg) — f(s1,52)

(v1,v2)—(0,1) t
t—0*
(s1,52)—1bda 5(0,0)

:(:]7

zatem d' f(T,y) # dsf(Z,y) dlay € N(S,%) \ {(0,0)}. Stad wynika, iz nie
mozna postuzy¢ sie twierdzeniem 2.4 w przypadku danej funkcji.

Przyktad 3.1 pokazuje, ze podczas minimalizacji polegajacej na poszuki-
waniu lokalnych stabych ostrych miniméw pierwszego rzedu dla funkcji typu
(3.1) nie mozemy stosowaé twierdzenia 2.4. Dla tej klasy funkcji zostal sfor-
mutowany oddzielny warunek konieczny i wystarczajacy [10]:

Twierdzenie 3.1. Zaldzmy, zZe funkcja f typu (3.1) przyjmuje wartosé sta-
tg na domknietym zbiorze S C R™ oraz T € S. Wowczas rownowaine sq
warunks:
a) funkcja f osigga w T lokalne stabe ostre minimum pierwszego rzedu,
b) dla kaidego y € N(S,T), ||y|| = 1 istnieje stata § > 0 taka, Ze dla
kazdego x € B(Z,0)\ S i s € P(S,z) spelniajgcych warunek

istnieje indeks i € 1(s) taki, ze (V fi(T),y) > 0, gdzie przez I(s) rozumie-

my zbior 1(s) :={i € I'| fi(s) = f(s)}.
Przyktad 3.2. Powr6émy do funkcji rozwazanej w przyktadzie 3.1. Funk-
cja f ma postac: f(x1,22) = max{fi(21,22), fo(w1,22), f3(x1,22)}, gdzie
fi(@,22) = 21, fo(x1,22) = @2, f3(21,22) = —xo. Pokazemy, ze w punkcie
T = (0,0) spelniony jest warunek (b) twierdzenia 3.1.

Niech y = (y1,y2) € N(S,T), ||y|| = 1. Moze zachodzié¢ jeden z trzech
przypadkow:
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a) 11 >0 i gy >0;

wtedy 2 € I(s) i (V£2(T),y) = ((0,1), (y1,52)) = y2 > 0.
a) y1 20 1 yo <O
wtedy 3 € 1(s) i (Vf3(2), ) = {(0,~1), (41,12)) = —2 > 0.
=1 1 ya=0;
wtedy 1 € I(s) = I(Z) ={1,2,3} 1 (Vf1(T),y) = ((1,0),(1,0)) =1 > 0.
A zatem dla funkgeji f zdefiniowanej w przyktadzie 3.1 (wzér (3.2)) twierdze-
nie 3.1 zachodzi.

Warunek (b) twierdzenia 3.1 jest skomplikowany, jednak nie mozna go
zastapi¢ prostszym warunkiem postaci:

max{(Vfi(Z),y) |i € I(T)} >0 dla dowolnego y € N(S,7)\ {0}. (3.3)

Problem, jaki napotkamy przy warunku (3.3), przedstawiono w ponizszym
przyktadzie.

Przyktad 3.3. Niech funkcja f: R™ — R bedzie okreslona jako:

f(x1, 2) = max{ fi(71, 22), fo(z1, 22), f3(21, ¥2), fa(w1, 72)},

gdzie fi(w1,22) :=0, foz1,22) = x%? f3(1,22) = x%u fa(zy, 2) == 21 + 2o
Zdefiniujmy réwniez zbiér S:

S = {(x1,22) | x1 < 0,29 <0},

na ktérym funkcja f przyjmuje stalg wartos¢ réwna zero
Wezmy punkt 7 = (0,0) € S. Mamy wtedy:

1(7) ={1,2,3,4},
N(SJE) - {(y17y2) ‘ Y1 = 0;1/2 P 0}7

max{(Vfi(T), (y1, y2)) |1 € [(T)} > (Vfa(T), (41, v2))
=((1,1), (y1,92)) =1+ 12> 0 (3.4)

dla dowolnego (y1,y2) € N(S, @) \ {(0,0)}.
Warunek (3.3) jest zatem spelniony w punkcie . Sprawdzmy, czy funkcja
f osiaga w T lokalne stabe ostre minimum pierwszego rzedu. W kazdym
dostatecznie bliskim otoczeniu punktu T znajdziemy punkt = = (x1, z2) taki,
ze 11 < 010 < zy < —x1. Mamy wtedy: 23 > 0 > x1 + x5 oraz f(z) = z3.
Przypusémy, ze funkcja f osiaga w T lokalne stabe ostre minimum rzedu
pierwszego. Wtedy istnieje stata G > 0 taka, ze dla punktoéw z zdefiniowanych

powyzej spelniony jest warunek:

flz) — f(@) =23 > 3-dist(x,S) = B - ||(21, 22) — (z1,0)]
=B 1[(0,2z2)[| = B - |22 = B - 2.

Dzielac obie strony nieréwnosci przez xo otrzymamy

w3 > f



Rozdzial 3. Skoniczone maksimum $cisle rézniczkowalnych funkcji 26

i przy o — 07 mamy:

G <0,

co jest sprzeczne z naszym zalozeniem.
Zatem funkcja f nie osigga w T lokalnego stabego ostrego minimum pierw-
szego rzedu, mimo iz warunek (3.3) jest spelniony.
Sprawdzmy, jak w przypadku punktu T zadziala twierdzenie 3.1.
Niech y = (0,1). Oczywiscie y € N(S,T) i ||y|| = 1. Dla dowolnego § > 0
istnieje punkt = = (21, z2) € B(T,0) taki, ze:
a) r1 <010 <zy < —11,
b) s = (21,0) € P(S,7), I(s) ={1,3}.
c)

Tr— S T1, Ta) 170) (0, 22) H
—(0,1)] = ||——= - (0,1
i H H (21, 22) — (x1,0)]] ( >H H Ty 0
:H 0, 22) _(O’”)‘:ogé,
o)

d) <Vf1(f),y> = <Vf3(f),y> = <(070)’ (07 1)) =0, a wigc <sz(f)>y> <0
dla dowolnego i € ().
Zgodnie z prawami rachunku zdan i z twierdzenia 3.1 wynika, iz funkcja
f nie osigga w T lokalnego stabego ostrego minimum pierwszego rzedu.
Powyzszy przyktad pokazuje, ze warunek (3.3) nie jest wystarczajacym
dla istnienia lokalnego stabego ostrego minimum pierwszego rzedu. Nie mozna
nim wiec zastapi¢ bardziej skomplikowanego warunku (b) twierdzenia 3.1.



Rozdzial 4

Warunki istnienia stabego ostrego
minimum w przypadkach z
ograniczeniami

Do tej pory przedstawiono rozwazania na temat znajdowania rozwigzan
problemu (1) przy zalozeniu, ze zbior C' byt cala przestrzenia R". Okazuje
sie¢ jednak, ze w zaleznosci od zagadnienia, jakie opisuje funkcja f, zbior
C wektoréw dopuszczalnych moze by¢ podzbiorem wtasciwym R™ podanym
w sposob jawny lub w sposob uwiktany, poprzez uktad warunkoéw. Ponizsze
rozwazania beda dotyczyly metod znajdowania stabego ostrego minimum
funkcji f w przypadkach zawezonego obszaru poszukiwan.

4.1. Ograniczenia jawne obszaru poszukiwan

W tej czedci pracy podezas formutowania warunkéw wystarczajacych ist-
nienia stabego ostrego minimum bedziemy postugiwaé sie zmodyfikowanym
pojeciem stozka stycznego, w ktérego definicji uwzgledniony jest zbior S.

Definicja 4.1. Stozkiem stycznym do zbioru C' C R™ w punkcie x € C
uwzgledniajacym zbior S nazywamy zbior:

Kg(C,x) :={y| istnieja ciagi {t;},{y;},{z;} takie, ze

Oczywiscie Kg(C,z) = K(C,x) w przypadku, kiedy S = {z}. Natomiast
dla zbior6w S ztozonych z wiecej niz jednego elementu zbiory Kg(C,z) oraz
K (C,x) moga sie r6znié.

Przyktad 4.1. Rozwazmy zbiory: C' = {(z!, 2?) | 2% = |z!|} oraz
S = {(z',2?)| 2* = — |2!|}. Ustalmy = = (0,0) € C. Stozkiem stycznym do
zbioru C' w punkcie T bedzie zbior:

K(C,7) = {(2",2%) | 2* = 2!} = C.
Jezeli jednak uwzglednimy zbiér S, to otrzymamy stozek postaci:

2

Ks(C.7) = {(a', %) | a* > |«

a wicc K(C,T) # Kg(C,T).
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Na rysunku 4.1 pokazano, ze punkt (0, 1) jest elementem zbioru Kg(C,T).
Istnicja bowiem ciagi {(z}, —zj)} = {(%, —%)} —pas (0,0),
{(v},97)} ={(0,1)} — (0,1), {t;} = {5} — 0 takie, ze

(x), —x;) + t; - (y),y7) = (2] + tyy;, —2; + 1)

_(1 PESPR I 1)
27 j 2
1 1 1 1 1
===+ = =, = eC
<2] 2] ]) <2] 23)

dla dowolnego j € N.

i
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|

| | |

P t
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Pt ' 1

Pl 72 4 1242 y

| | |

| |

1242 iyl
- 1|1 1 1
T 8 |6 a 2
23

SN

Rysunek 4.1. Przyklad elementu y zmodyfikowanego stozka Kg(C,7)

Uzywajac zmodyfikowanego pojecia stozka stycznego mozemy sformuto-
waé warunek wystarczajacy istnienia lokalnego stabego ostrego minimum rze-
du m w przypadku, kiedy zbiér rozwigzan dopuszczalnych jest podzbiorem
przestrzeni R™.

Twierdzenie 4.1. [12] Niech C C R" oraz niech funkcja f: R™ — R przyj-
mauge skonczong i statq wartosé na domknietym zbiorze S, zasT € bd SNC.
Jesli d& f(z, ) jest funkcjq wlasciwg oraz spelniony jest warunek

d¢ f(z,y) >0 dla dowolnego y e (N(S,T)NKg(C, 7))\ {0}, (4.2)
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to funkcja f osigga w T lokalne stabe ostre minimum rzedu m'.

4.2. Ograniczenia obszaru poszukiwan uwiktane
poprzez uklad warunkéw

Rozwazmy problem poszukiwania:
min{ f(z) | z € C}, (4.3)
gdzie f: R* - R, C C R",
C={xeR"|g(x)<0,i€J,h(x)=0,i€L,xecQ} (4.4)

gdzie €2 jest niepustym podzbiorem przestrzeniu R", J := {1,..., p},
L:={1,...,q},9;:R" - Rdlaie J, hj: R" =R dlaie L.

Ponizej zostana przedstawione warunki istnienia lolalnych stabych ostrych
miniméw pierwszego lub drugiego rzedu dla problemu (4.3). Wezesniej jednak
zdefiniujmy pojecia, jakie pojawig sie w cytowanych twierdzeniach.

Niech I' bedzie domknietym podzbiorem zbioru C'i niech funkcja f przyj-
muje skoficzona i stata warto$é na zbiorze I' (f(z) = a dla dowolnego = € T').

Zdefiniujmy takze zbiory:

I(z)={ieJ|g(zx)=0} dla zeC,

I"(z) := {i € I(T) | istnieje 6 > 0 taka, ze dla dowolnego y € B(Z,0) N T
mamy: i € [(y)} dlazel |

S(@):={x|gi(x) =0 dla i€ I"(T),
hi(x) =0 dla i€ L, f(z) =a} dlaz el

4.2.1. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum
pierwszego rzedu

W pozycji [12] przedstawiono twierdzenie, ktére pozwala uzyskaé rozwia-
zanie problemu (4.3) w postaci lokalnego stabego ostrego minimum pierw-
szego rzedu.

Twierdzenie 4.2. Niech T € ' oraz S C S(T) bedzie zbiorem domknigtym
takim, ze T € bd S. Niech ponadto funkcje h; bedq $cisle rozniczkowalne w
punkcie T (i € L). Jezeli funkcja dgf(T,-) jest wlasciwa oraz spetniony jest
warunek
dLf(T,y) > 0 dla kaidego y € (N(S,7) N Ks(2,7)) \ {0}
takiego, Ze dsg:;(T,y) < 0 dla i € I*(T) (4.5)
oraz (Vhi(T),y) =0 dlai € L,

to funkcja f osigga w punkcie T lokalne stabe ostre minimum pierwszego
rzedu.

! Funkcje f: R” — R nazywamy wlasciwa, jesli zbiér epi f = {(z,7)| f(z) < r}
(zwany epiwykresem funkcji f) jest niepusty i f nie przyjmuje wartosci —oo
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Bardzo waznym problemem w praktycznym wykorzystaniu cytowanego
twierdzenia jest wybor zbioru S. Ilustruje to ponizszy przyktad.

Przyktad 4.2. Rozwazmy funkcje f: R? — R okreélong nastepujaco:
f($7y) = x. Niech J = {1’2}7 L= @7 Q= Rz? gl(x>y) = -7, 92(x>y) =Y
Bedziemy poszukiwaé stabego ostrego minimum pierwszego rzedu w zbiorze
C zdefiniowanym jako:

C={(z,y) € R*| gi(x,y) <0 dla i€ J}.
Zauwazmy, ze:
C={(r,y) eR?| =z <0, —y<0} ={(x,y) eR*|z >0,y >0}.

Niech S = {(0,y) | y > 0}. Oczywiscie f(z,y) = 0 dla dowolnego (x,y) €
S. Niech (0,7) € S, gdzie 7 > 0. Wtedy dla kazdego (z,y) € C mamy:

f(x>y)_f(07g):x—0:$

oraz

dist((z,y),5) = [|(z,y) = (0,9)]| = Va? = |a| =z,

a wiec istnieje § =1 > 0 taka, ze:

fz,y) — £(0,7) > B - dist((z,y), ).

S jest wigc zbiorem stabych ostrych miniméw pierwszego rzedu funkcji f w
zbiorze C.

Sprawdzmy, czy warunek (4.5) jest spetniony dla zbioru S zdefiniowanego
wczesniej.

1. Niech 7 = (0,y), y > 0. Oczywiscie T € bd S. Ponadto:
KS(Q7E) = R2a
) ={(2,0)]z € R};
}7]* T) = {1}7

sty ys +t — s Ys
dsg1(F, (2,0)) = liminf 91(xs + ty1, Ys + tya) — 91(s, ys)

(%s,Ys)—bd ST t
t—0t

(y1,92)—(2,0)

.. —Ts — 1Y + x5
= liminf
(zs,Ys)—bd ST t
t—0t

(y1,y2)—(2,0)
= liminf (—yp)=-2<0 dla z2>0

($s 7ys)—>bd ST
t—0t
(y1,y2)—(2,0)
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A zatem dla (z,0), z > 0 otrzymujemy:

d}S'f(T (Z O)) = liminf f(l’s + tyl;ys + ty?) - .f(xsa ys)

(%s,Ys)—bd ST t

t—0
(y1,92)—(2,0)

L Ts+1yr — s
= liminf ————=
(5,Ys)—bd ST t
t—0t

(y1,92)—(2,0)
= liminf y; =2>0.
(5,Ys)—bd ST
t—0t
(y1,92)—(2,0)

Warunek (4.5) jest wiec spetniony dla 7 = (0,y), y > 0.
2. Niech 7 = (0,0), y > 0. Oczywiscie T € bd S. Ponadto:
) KS(Q>E) = R2§
N(S,7) = {(x.9) |y < O}
17) = {1,2}, I"(z) = {1}
S(7) = {0} x R, a wiec S C S(T);
Dla punktu (0,—1) € (N(S,7) N Ks(2,7)) \ {0} mamy:

dsg1(7,(0,—1)) = liminf (—y)=0<0.
(-'Esvys)—nadsE
t—0t
(y1,92)—(0,-1)

Dla (0, —1) otrzymujemy

dsf(z,(0,—1)) = liminf g =0.
(xsvys)—nadsE
t—0t+
(y1,y2)—(0,—1)

Warunek (4.5) nie jest wigc spetniony dla T = (0, 0).
Sprawdzmy, jak zmieni si¢ sytuacja, kiedy S zdefiniujemy jako:
S ={0} xR.
1. DlaZ = (0,y), y > 0 otrzymamy takie same wyniki jak w przypadku
pierwszym rozpatrywanym wczesnie;j.
2. Dla 7 = (0,0) mamy: I(%) = {1,2}, I*(Z) = {1}, S(z) = 5,
N(S,Z) ={(2,0)| z € R}
ds91(T,(2,0)) = —z < 0 dla z > 0.
Dla (z,0), z > 0 otrzymujemy:
dsf(7,(2,0) =z > 0.
A wiec warunek (4.5) jest spelniony dla kazdego punktu 7 = (0,y), y > 0.
Okazuje si¢ zatem, ze wybodr zbioru S ma wpltyw na mozliwosé okreslenia,
czy w danym punkcie istnieje stabe ostre minimum pierwszego rzedu. A zatem
skutecznosé twierdzenia 4.2 zalezy od wskazania zbioru S.

4.2.2. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum
drugiego rzedu

W przypadkach, kiedy interesuje nas rozwiazanie problemu (4.3) w po-
staci lokalnego stabego ostrego minimum drugiego rzedu, mozemy postuzy¢
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sie¢ warunkiem wystarczajacym, w ktérym badany jest znak pochodnej kie-
runkowej funkcji Lagrange’a, tj. funkcji postaci:

L(2) = f(@) + X higi(@) + 3 piha(a)

i€J i€l

gdzie \; > 0,1 € J oraz u; € Rdlai e L.
Aby moéc sformutowaé warunek potrzebujemy zdefiniowaé jeszcze zbior
kierunkow:

D*(z) .= {v| (Vf(T),v) <0, (Vg(z),v) <0 dla i€ I'(T),
(Vhi(Z),v) =0 dla i€ L}

oraz zbioér mnoznikéw:

A @) = {(\p) €ERP xR VLET) =0, A\ >0 dla ieJ,
N=0 dla i¢I"@))

Twierdzenie 4.3. Rozpatrzmy problem (4.3). Niech Q = R™. Zaléimy, ze
S C T jest zbiorem domknietym oraz f, g; dla i € J i h; dla i € L sq Scisle
rozniczkowalne w T € bd S. Jezeli istniejg mnozniki (A, u) € A*(T) takie, Ze
spetniony jest warunek:

A% L(T,y) > 0 dla dowolnego y € <N(S, Z)N D*(T)) \ {0}, (4.6)

to funkcja f osigga w T lokalne stabe ostre minimum drugiego rzedu (dla
problemu (4.3)).

Przyktad 4.3. Rozpatrzmy funkcje f(z,y) = 22 Niech J = {1,2}, L = 0,
gi(x,y) = —x, go(z,y) = —y. Tak jak w przyktadzie 4.2 obszarem rozwigzan
dopuszczalnych problemu (4.3) jest zbiér

C ={(z,y) € R?| gi(x,y) <0 dla i€ J}
={(z,y) €ER*|2 >0,y >0}
Niech S = {(0,y) | y > 0}. Oczywiscie, f(z,y) =0dla (z,y) € S.
Niech (0,7) € S, gdzie 7§ > 0. Wtedy dla dowolnego (z,y) € C otrzymu-
jemy:
f(xvy) _f(07y) :IQ_O::CQ
oraz

dist®((z,y), ) = [|(z,y) — (0,)|" = 2%,

a wiegc istnieje f =1 > 0 taka, ze

fx,y) = £(0,9) > B-dist*((z,y),S) dla (z,y) € C.

Zatem S jest zbiorem stabych ostrych miniméw drugiego rzedu funkcji f w
zbiorze C.
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1. Zbudujmy funkcje Lagrange’a, ktéra bedzie spetnia¢ warunek (4.6) dla
punktu (0,y) € S, y > 0.
Poniewaz 1(0,y) = I*(0,y) = {1}, wiec Ay = 0. Funkcja Lagrange’a ma za-
tem posta¢ L(z,y) = 2% — \x. Poniewaz VL(0,y) = (=, 0), wiec (A, \2) €
A*(0,y) wtedy i tylko wtedy, gdy A\; = Ay = 0, wiec L(z,y) = f(z,y) = 2%
Zauwazmy dalej, ze Vf(0,y) = (0,0) oraz Vg¢1(0,y) = (—1,0), zatem
D*(0,y) = {(v1,v2) | v1 > 0}. Ponadto N(S,(0,y)) = {(2,0)| z € R}.

Niech (31, 2) € (N(S, (0,9))ND*(0,6) ) \{(0, 00} = {(11,0) [ox > 0} Wedy
(y1,92) = (v1,0), y1 > 0.

L(xs + tl’v, ys + tyv) - L(xsa ys)

d2L((0,), (y1,0)) =  liminf
dsL((0,y), (y1,0)) (2s,ys)=ba 5(0,y) 2
(-'E'my’l))_)(yl’o)
t—0t
- 22
—  liminf =20

(zs,ys)—bas(0y) 12
(Iv yYo )_)(yl 70)
t—0t

2. Zbudujmy funkcje Lagrange’a, ktora bedzie spetniaé¢ warunek (4.6) dla
punktu (0,0) € S.
Poniewaz 1(0,0) = {1,2} i I*(0,0) = {1}, wiec A2 = 0 i funkcja Lagran-
ge’a ma posta¢ L(z,y) = x*> — A\jz. Poniewaz VL(0,0) = (—\y,0), zatem
D*(0,0) = {(v1,v2) | v1 > 0}. Réznice stanowi postaé stozka normalnego do
zbioru S w punkcie (0,0), N(S,(0,0)) = {(z,y) |y < 0}. Zatem dla

(11,92) €( N (5.(0,0)) N D°(0,0)) \ {(0,0)}
— () |20,y < 0]\ {(0.0))

mamy:
2 .. L(zg + txy, ys + ty,) — L(xs, ys)

dsL((0,y), (y1,42)) = lim inf :

(zs5,Ys)—=bd s(0,) t

(‘rv7yv)_>(y17y2)
t—0T
2,2
= liminf Lo 250

(07ys)_>bd5(0}y) t2
(Tv,yv) = (y1,y2)
t—0t

Zatem warunek (4.6) jest speliony dla kazdego punktu rozpatrywanego
zbioru S.

4.2.3. Warunek wystarczajacy istnienia stabego ostrego minimum
pierwszego rzedu w przypadku ograniczen liniowych

Jezeli rozwazywmy zmodyfikowany zbiér mnoznikéw postaci:

AT)={(\p) eRP xR VL(T)=0,\ >0,
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oraz pewien podzbiér indeksow:
M@):={iel(™)| X\ >0} dla (A\u)e AT,

to mozemy przystapi¢ do przedstawienia warunku wystarczajacego istnie-
nia lokalnego stabego ostrego minimum pierwszego rzedu dla problemu (4.3)
rozpatrywanego przy nastepujacych zatozeniach:

Q =R"

gi(z) = (a;,x) —b; dlai € J, hi(x) = (¢i,z) — d; dla i € L, gdzie a;,

c; € R" zas b;, d; € R,

funkcja f przyjmuje stalg wartosé na zbiorze

Sz{xER”\(az,@:bz dla iEJl,

4.7
(ci,x)y=d; dla i€ L}, gdzie J CJ. (4.7)

Dla tak sformutowanego problemu (4.3) mamy:

Twierdzenie 4.4. Rozwazmy problem (4.3), w ktérym zbior C' uwzglednia
zatozenia podane wyzej. Przypusémy, ze funkcja f przyymuje statg wartosé
na zbiorze S postaci (4.7). Jezeli sq spelnione nastepujgce warunki:

- T el =8NC jest takim punktem, ze I*(T) = Jp,

- a; dlai € Jy oraz ¢; dla v € L sqg wektorami liniowo niezaleznymi,

- funkcja f jest Scisle rozniczkowalna w T,

- astnieje (A, pu) € A(T) taka, Ze M(T) = Jy,
to funkcja f osigga w T lokalne stabe ostre minimum pierwszego rzedu dla
problemu (4.3).

Przyktad 4.4. Rozwazmy problem optymalizacji funkcji w zbiorze ograniczen
liniowych:

min{z? — 2y —3z|x+2y+32<6,2>0,y>0, z> 0}

Wowezas

Niech J; = {1,2} i

S={(z,y,2) | gi(x,y,2) =0 dla i€ Ji}
={(z,y,2) |2+ 2y +32=6, v =0}.

Niech (z,7,%) € S. Wtedyz =01y = 5%, f(7,7,7) = 0°—2- 52 -3z =

—6 + 3z — 3z = —6. Funkcja f przyjmuje wartos¢ stalg na zbiorze S.
Niech ponadto (z,7,z) € C. Wtedy T=0,7=5%,57>0iz > 0.
Z faktu, ze I(7,7,Z) = {1,2} i I*(T,7,Z) = {1,2} oraz z postaci zbioru

S wynika, ze I*(Z,7,Z) = Ji.
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Ponadto wektory a; = (1,2,3) i ay = (—1,0,0) sa liniowo niezalezne oraz
funkcja f jest $cisle rozniczkowalna w (T, 7, 2).
Funkcja Lagrange’a ma postac:

L(ZL’,y, Z) = f($7y72) =+ )‘lgl(muyu Z) + /\292($,y, Z)
+ )\393(1’, Y, Z) + /\494(1’, Y, Z)
=22 =2y — 324+ M (2 4+ 2y +32 — 6) — Moz — A3y — \u2.

VL(T,@,Z):[M—)\Q, —2+2/\1—)\3, —34—3/\1—)\4]:[0,0,0]@
<=>()\1:)\2,)\3:2)\1—2,)\4:3)\1—3),

a wiec zbiér mnoznikow ma postac:

AZ,7,2) = {( A, A2, A3, Ag) [ A1 = Ao, Ag =20 —2, Ay =3\ — 3,
A=20 dla 1€ J,
Nigi(T,7,Z) =0 dla i€ J}.

Zauwazmy, ze (1,1,0,0) € A(z,7,%z). Wtedy M(Z,7,z) = {1,2}, a wiec
M(z,7,z) = Ji. Zgodnie z twierdzeniem 4.4 problem (4.3) ma rozwiazanie
w postaci lokalnego stabego ostrego minimum pierwszego rzedu osigganego
w punkcie (7,7, Z).



Podsumowanie

W przedstawionej pracy zaprezentowane zostaly warunki istnienia sta-
bego ostrego minimum dla problemu (1). Pierwszy zacytowany warunek
2.1, w ktorym wykorzystano pojecie stozka normalnego, jest skomplikowany
i trudny w zastosowaniu praktycznym. Jednak, jak pokazaly dalsze rozwa-
zania, mozna go zastosowa¢ dla wielu funkcji, ktére nie spetaniaja zatozen
innych prostszych warunkow. Twierdzenie 2.1 jest zatem najbardziej uniwer-
salnym sposrod wszystkich zacytowanych w pracy warunkow.

Problem z uniwersalnoscig zastosowania pojawia sie przy metodzie opar-
tej na twierdzeniu 2.2 wykorzystujacym pojecie zmodyfikowanej pochodnej
kierunkowej. Jak sie okazuje, warunki twierdzenia 2.2 sg zawsze spetnione dla
zbioréw S wypuktych i funkcji f $cidle rézniczkowalnych w Z. W pozostatych
przypadkach (a jest ich bardzo duzo, obejmuja bowiem wszystkie funkcje
posiadajace stabe ostre minimum pierwszego rzedu) twierdzenie to czesto
nie moze by¢ stosowane.

Kolejne z cytowanych twierdzen 3.1 dotyczy specjalnej klasy funkcji. Jak
pokazuje przyktad 3.3 warunek tego twierdzenia nie daje sie uprosci¢, lecz
w przypadku maksimum ze skonczonych i $cisle roézniczkowalnych funkcji
moze by¢ stosowany zamiast twierdzenia 2.1.

Nastepne twierdzenie 4.1 wykorzystujace rowniez zmodyfikowang pochod-
na kierunkowa dotyczny przypadku minimalizacji funkcji f przy ograniczo-
nym obszarze poszukiwan. Jesli ograniczenie zbioru C jest podane w postaci
uktadu warunkéw i jesli poszukujemy stabego ostrego minimum pierwszego
rzedu, to mozna stosowaé do rozwiazania zadania (1) twierdzenie 4.2 wyko-
rzystujace pojecie stozka stycznego do zbioru C', uwzgledniajacego zbiér S.
Podany zostal przyktad obrazujacy jak wazny w stosowaniu twierdzenia 4.2
jest wybor zbioru S.

Ostatnie dwa twierdzenia 4.3 i 4.4 wykorzystuja do poszukiwania stabego
ostrego minimum odpowiednio rzedu drugiego lub pierwszego funkcje La-
grange’a. Zaprezentowane zostaly przyktady wykorzystania tych twierdzen
w praktyce.
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